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COMPTAGE DE REPRE´SENTATIONS CUSPIDALES CONGRUENTES
par
Vincent Se´cherre
Abstract. — Let F be a non-Archimedean locally compact field of residue characteristic p, G be an
inner form of GLnpFq, n ě 1, and ℓ be a prime number different from p. We give a numerical criterion
for an integral ℓ-adic irreducible cuspidal representation rρ of G to have a supercuspidal irreducible
reduction mod ℓ, by counting inertial classes of cuspidal representations that are congruent to the
inertial class of rρ, generalizing results by Vigne´ras and Dat.
In the case the reduction mod ℓ of rρ is not supercuspidal irreducible, we show that this counting
argument allows us to compute its length and the size of the supercuspidal support of its irreducible
components. We define an invariant wprρq ě 1 — the product of this length by this size — which is
expected to behave nicely through the local Jacquet-Langlands correspondence.
Given an ℓ-modular irreducible cuspidal representation ρ of G and a positive integer a, we give a
criterion for the existence of an integral ℓ-adic irreducible cuspidal representation rρ of G such that its
reduction mod ℓ contains ρ and has length a. This allows us to obtain a formula for the cardinality
of the set of reductions mod ℓ of inertial classes of ℓ-adic irreducible cuspidal representations rρ with
given depth and invariant w.
These results are expected to be useful to prove that the local Jacquet-Langlands correspondence
preserves congruences mod ℓ.
2010 Mathematics Subject Classification: 22E50
Keywords and Phrases: Modular representations of p-adic reductive groups, Jacquet-Lang-
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1. Introduction et e´nonce´ des principaux re´sultats
1.1.
Soit F un corps localement compact non archime´dien, soit H le groupe line´aire ge´ne´ral GLnpFq,
n ě 1, et soit A le groupe multiplicatif d’une F-alge`bre a` division centrale de degre´ re´duit e´gal
a` n. Soit ℓ un nombre premier diffe´rent de la caracte´ristique re´siduelle p de F. Dat a construit
dans [4] un cas particulier de correspondance de Jacquet-Langlands locale modulo ℓ. C’est une
bijection entre classes de repre´sentations irre´ductibles ℓ-modulaires — c’est-a`-dire a` coefficients
dans une cloˆture alge´brique Fℓ d’un corps fini de caracte´ristique ℓ — de A et classes de certaines
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repre´sentations irre´ductibles ℓ-modulaires de H, baptise´es “super-Speh” (paragraphe 1.11). Elle
est compatible, en un certain sens, a` la correspondance de Jacquet-Langlands locale entre les
classes de repre´sentations irre´ductibles ℓ-adiques — c’est-a`-dire a` coefficients dans une cloˆture
alge´brique Qℓ du corps des nombres ℓ-adiques — de A et la se´rie discre`te ℓ-adique de H.
1.2.
Plutoˆt que d’e´tudier directement la se´rie discre`te ℓ-adique, qui se re´duit mal modulo ℓ, Dat e´tu-
die son image par l’involution de Zelevinski, c’est-a`-dire l’ensemble des classes de repre´sentations
de Speh ℓ-adiques de H. Une telle repre´sentation est dite ℓ-super-Speh lorsqu’elle est entie`re, et
lorsque sa re´duction modulo ℓ est irre´ductible et super-Speh. La construction de la correspondan-
ce de Jacquet-Langlands locale modulo ℓ de [4] repose sur le fait crucial que la correspondance de
Jacquet-Langlands locale ℓ-adique fait se correspondre bijectivement repre´sentations ℓ-adiques
entie`res de A dont la re´duction modulo ℓ est irre´ductible, et repre´sentations ℓ-super-Speh de H.
1.3.
Pour prouver ce fait, Dat utilise un crite`re nume´rique de ℓ-supercuspidalite´ e´tabli par Vigne´ras
pour construire une correspondance de Langlands locale modulo ℓ ([13]). La re´duction modulo
ℓ d’une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique entie`re rρ de H est toujours irre´ductible et
cuspidale, mais elle n’est pas toujours supercuspidale ; plus pre´cise´ment, elle est supercuspidale
si et seulement si le nombre de repre´sentations cuspidales ℓ-adiques entie`res de H qui sont stric-
tement congrues a` rρ est “le plus grand possible” (voir [13, Proposition 2.3]). Il prouve aussi une
variante de ce crite`re nume´rique pour A (voir [4, Proposition 2.3.2]).
1.4.
Soit maintenant D une F-alge`bre a` division centrale de degre´ re´duit d, et posons G “ GLmpDq,
m ě 1. Si l’on veut construire une correspondance de Jacquet-Langlands locale modulo ℓ
ge´ne´rale, il est naturel de commencer par ge´ne´raliser le crite`re nume´rique de ℓ-supercuspidalite´
de Vigne´ras et Dat. C’est ce que nous faisons, en le pre´sentant sous une forme le´ge`rement
diffe´rente. Soit rρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique entie`re de G. Il y a ([10,
The´ore`me 3.15]) une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-modulaire ρ de G et un unique entier
a “ aprρq ě 1 tels que la re´duction modulo ℓ de rρ soit e´gale a` :
(1.1) rℓprρq “ ρ` ρν ` ¨ ¨ ¨ ` ρνa´1
dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations ℓ-modulaires de longueur finie de G, ou` ν
de´signe le caracte`re valeur absolue de la norme re´duite. La repre´sentation ρ n’est pas unique en
ge´ne´ral, mais sa classe inertielle rG, ρs ne de´pend que de la classe inertielle rG, rρs de rρ. Quand
G est de´ploye´, l’entier aprρq est toujours e´gal a` 1, c’est-a`-dire que la re´duction modulo ℓ de rρ est
toujours irre´ductible.
De´finition 1.1. — On dit que rρ est ℓ-supercuspidale si rℓprρq est irre´ductible et supercuspidale.
1.5.
Etant donne´e une repre´sentation irre´ductible cuspidale rρ comme en 1.4, on note :
rℓprG, rρsq
l’ensemble des re´ductions modulo ℓ des repre´sentations entie`res inertiellement e´quivalentes a` rρ,
et on appelle cet ensemble la re´duction modulo ℓ de rG, rρs. On note nprρq le nombre de caracte`res
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ℓ-adiques non ramifie´s rχ de G tels que rρrχ est isomorphe a` rρ et cprρq la plus grande puissance de
ℓ divisant qnprρq ´ 1. Le re´sultat suivant ge´ne´ralise [13] et [4].
The´ore`me 1.2. — Soit rρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique entie`re de G.
(1) L’ensemble des classes inertielles de repre´sentations irre´ductibles cuspidales ℓ-adiques en-
tie`res de G congrues a` rρ est fini, de cardinal note´ tprρq.
(2) On a :
tprρq ď cprρq
avec e´galite´ si et seulement si rρ est ℓ-supercuspidale.
1.6.
Inte´ressons-nous maintenant au cas ou` rρ n’est pas ℓ-supercuspidale ; en e´tudiant plus finement
la fac¸on dont les entiers tprρq et cprρq diffe`rent, il est raisonnable de penser qu’on pourra en de´duire
des informations sur la structure de rρ. D’apre`s la classification des repre´sentations irre´ductibles
cuspidales ℓ-modulaires de G en fonction des supercuspidales ([9, The´ore`me 6.14]), il existe un
unique entier naturel :
kpρq ě 1
tel que ρ apparaisse comme sous-quotient de l’induite parabolique d’une repre´sentation irre´duc-
tible supercuspidale du sous-groupe de Levi standard GLrpDq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆGLrpDq avec rkpρq “ m.
En particulier, ρ est supercuspidale si et seulement si kpρq “ 1. Posons :
(1.2) wprρq “ kpρqaprρq.
Ainsi rρ est ℓ-supercuspidale si et seulement si wprρq “ 1. Le re´sultat suivant montre qu’on peut
de´terminer la valeur de wprρq en comparant tprρq et cprρq.
The´ore`me 1.3. — Soit rρ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re et non ℓ-super-
cuspidale de G. Alors :
tprρqwprρq “ " cprρq ´ 1 si tprρq est premier a` ℓ,
cprρqpℓ´ 1qℓ´1 sinon.
1.7.
Changeons maintenant de point de vue. Quand G est de´ploye´, Vigne´ras a montre´ ([12]) qu’une
repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-modulaire ρ de G se rele`ve toujours en une repre´sentation
ℓ-adique de G, c’est-a`-dire qu’il existe une repre´sentation ℓ-adique entie`re de G dont la re´duction
modulo ℓ est isomorphe a` ρ. Si maintenant G n’est pas de´ploye´, toute repre´sentation irre´ductible
supercuspidale ℓ-modulaire de G se rele`ve a` Qℓ (voir [10, 9]) mais il existe des repre´sentations
cuspidales qui ne se rele`vent pas. Etant donne´e une repre´sentation cuspidale non supercuspidale
ℓ-modulaire ρ de G, il est naturel de demander a` quelle condition elle admet un rele`vement.
1.8.
Pour re´pondre a` cette question, nous avons besoin de l’invariant :
spρq ě 1
introduit dans [10], dont la de´finition repose sur la construction des repre´sentations irre´ductibles
cuspidales de G par la the´orie des types de Bushnell-Kutzko (voir la section 2 ci-dessous). C’est
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un diviseur de d ; en particulier il est toujours e´gal a` 1 quand G est de´ploye´. Cet invariant est relie´
a` un autre invariant, le degre´ parame´trique δpρq introduit dans [2], par l’identite´ δpρqspρq “ md.
The´ore`me 1.4. — Soit ρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale non supercuspidale ℓ-modu-
laire de G. Pour que ρ se rele`ve a` Qℓ, il faut et il suffit que les entiers spρq et kpρq soient premiers
entre eux et que la repre´sentation tordue ρν soit isomorphe a` ρ.
Quand G est de´ploye´, on a toujours spρq “ 1 et une repre´sentation irre´ductible cuspidale non
supercuspidale ρ est toujours isomorphe a` sa tordue ρν. La condition du the´ore`me 1.4 est donc
toujours ve´rifie´e ; on retrouve ainsi le re´sultat de Vigne´ras du paragraphe 1.7.
1.9.
Plus ge´ne´ralement, une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-modulaire ρ de G e´tant fixe´e,
nous pouvons chercher les valeurs possibles de wprρq lorsque rρ de´crit les repre´sentations irre´duc-
tibles cuspidales ℓ-adiques entie`res de G dont la re´duction modulo ℓ contient ρ. Le the´ore`me 1.5
re´pond a` cette question et comple`te ainsi le the´ore`me 1.4. Notons v la valuation ℓ-adique sur Z
(normalise´e par vpℓq “ 1) et notons εpρq l’ordre de qnpρq dans pZ{ℓZqˆ, c’est-a`-dire le plus petit
entier k ě 1 tel que ρνk soit isomorphe a` ρ.
The´ore`me 1.5. — Soit ρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-modulaire de G et soit un
entier a ą 1. Pour qu’il existe une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re rρ de G dont
la re´duction modulo ℓ contienne ρ et soit de longueur a, il faut et il suffit que :
(1) il existe un entier u P t0, . . . , vpspρqqu tel que a “ εpρqℓu ;
(2) les entiers spρqa´1 et kpρq soient premiers entre eux.
1.10.
Dans la dernie`re section, nous utilisons le the´ore`me 1.5 pour obtenir une formule de comptage
de classes inertielles de repre´sentations cuspidales ℓ-modulaires, dans l’esprit de [3]. Contraire-
ment a` Bushnell et Henniart, qui obtiennent leur formule en s’appuyant sur la correspondance
de Jacquet-Langlands locale et sur l’existence pre´alable d’une telle formule dans le cas du groupe
multiplicatif d’une alge`bre a` division, nous e´tablissons la noˆtre par un calcul direct, en termes
de F-endoclasses de caracte`res simples [1].
Fixons des entiers n,w ě 1 tels que w divise n, et un nombre rationnel j ě 0. Soient m,d ě 1
des entiers tels quemd “ n et soit D une F-alge`bre a` division centrale de degre´ re´duit d. On note
AℓpD, j, wq l’ensemble des re´ductions mod ℓ de classes inertielles de repre´sentations irre´ductibles
cuspidales ℓ-adiques rρ telles que :
(1) il existe un entier u ě 1 divisant m tel que rρ soit une repre´sentation irre´ductible cuspidale
ℓ-adique de GLupDq ;
(2) on a wprρq “ w et le niveau normalise´ de rρ est infe´rieur ou e´gal a` j.
C’est un ensemble fini, de cardinal note´ aℓpD, j, wq. Fixons par ailleurs une cloˆture alge´brique k
du corps re´siduel kF de F, et notons y
1
ℓpq, n,wq le nombre de y P k
ˆ tels que :
(1) l’ordre de y est premier a` ℓ ;
(2) le degre´ de y sur kF, note´ degpyq, divise nw
´1 ;
(3) l’ordre de qdegpyq dans pZ{ℓZqˆ est e´gal au plus grand diviseur de w premier a` ℓ.
On a la formule suivante ; pour la notion d’endo-classe, on renvoie au paragraphe 6.1 ci-dessous
et a` [1].
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The´ore`me 1.6. — On a :
aℓpD, j, wq “
ÿ
Θ
y
1
ℓ pqpΘq, npΘq, wq,
la somme portant sur les F-endoclasses Θ de niveau normalise´ infe´rieur ou e´gal a` j et de degre´
degpΘq divisant nw´1, et ou` :
npΘq “
n
degpΘq
, qpΘq “ qfpΘq,
l’entier fpΘq de´signant le degre´ re´siduel de Θ.
Cette somme ne de´pendant que de ℓ, n, w, j et q, on en de´duit le corollaire suivant.
Corollaire 1.7. — On a aℓpD, j, wq “ aℓpF, j, wq.
1.11.
Dans un travail ulte´rieur, nous montrerons comment le crite`re nume´rique affine´ (the´ore`me 1.3)
et la formule de comptage (corollaire 1.7) jouent un roˆle central pour prouver que la correspon-
dance de Jacquet-Langlands locale ℓ-adique entre repre´sentations irre´ductibles entie`res de A et
se´rie discre`te entie`re de G pre´serve les congruences et l’invariant w, induisant une bijection entre
classes de congruence modulo ℓ de repre´sentations. Les re´sultats de Dat [4] correspondent au
cas particulier ou` G “ H “ GLnpFq et w “ 1.
Notations et conventions
Dans tout cet article, on fixe un corps localement compact non archime´dien F et une F-alge`bre
a` division centrale D, de degre´ re´duit note´ d. On fixe un entier m ě 1 et on pose G “ GLmpDq.
Si K de´signe une alge`bre a` division sur une extension finie de F, on note kK son corps re´siduel
et qK le cardinal de kK. On note en particulier q “ qF le cardinal du corps re´siduel de F.
On fixe un nombre premier ℓ ne divisant pas q. On noteQℓ une cloˆture alge´brique du corps des
nombres ℓ-adiques et Zℓ son anneau d’entiers. Son corps re´siduel Fℓ est une cloˆture alge´brique
d’un corps fini de caracte´ristique ℓ.
Toutes les repre´sentations conside´re´es dans cette article sont lisses.
Deux repre´sentations ℓ-adiques entie`res de longueur finie (de G ou d’un groupe profini) sont
dites congruentes (modulo ℓ) si elles ont la meˆme re´duction modulo ℓ (voir [12, 14]).
2. Rappels sur les repre´sentations cuspidales
Au paragraphe 2.1, R est un corps alge´briquement clos de caracte´ristique 0 ou ℓ. Ensuite, ce
sera ou bien le corps Qℓ, ou bien le corps Fℓ.
2.1.
Rappelons quelques faits tire´s de [10] sur les R-repre´sentations irre´ductibles cuspidales de G.
D’abord, il y a une correspondance bijective naturelle :
(2.1) rG, ρs Ø rJ, λs
entre classes inertielles de R-repre´sentation irre´ductible cuspidale de G et classes de G-conjugai-
son d’objets appele´s types simples maximaux de G ([10, §3]). Plus pre´cise´ment, la classe d’inertie
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de ρ et la classe de conjugaison de pJ, λq se correspondent par (2.1) si et seulement si la restriction
de ρ a` J posse`de une sous-repre´sentation isomorphe a` λ.
Un type simple maximal de G est une paire pJ, λq forme´e d’un sous-groupe ouvert compact
J de G et d’une R-repre´sentation irre´ductible λ de J dont la construction est effectue´e en [10,
§2]. Re´sumons-en brie`vement les principales e´tapes.
D’abord, on part d’une strate simple rΛ, n, 0, βs dans la F-alge`bre de matrices MmpDq et d’un
caracte`re simple θ P CpΛ, 0, βq d’un sous-groupe ouvert compact H1 “ H1pβ,Λq de G. Il y a un
sous-groupe ouvert compact J1 “ J1pβ,Λq de G contenant et normalisant H1, et posse´dant une
unique repre´sentation irre´ductible η dont la restriction a` H1 contienne θ.
La repre´sentation η se prolonge en une repre´sentation irre´ductible κ d’un sous-groupe ouvert
compact J “ Jpβ,Λq de G contenant et normalisant J1, de meˆme ensemble d’entrelacement que
η ; un tel prolongement κ s’appelle une β-extension de η.
On suppose que JXBˆ est un sous-groupe compact maximal de Bˆ. On fixe un isomorphisme
d’alge`bres entre le centralisateur B de E “ Frβs dans MmpDq et une E-alge`bre Mm1pD
1q pour un
m1 ě 1 et une E-alge`bre a` division centrale D1 convenables, identifiant J X Bˆ au sous-groupe
compact maximal standard de GLm1pD
1q.
Le groupe J est e´gal a` pJ X BˆqJ1, et on a des isomorphismes de groupes :
J{J1 » pJ X Bˆq{pJ1 X Bˆq » GLm1pkD1q,
le second e´tant induit par l’isomorphisme de E-alge`bres fixe´ pre´ce´demment. Notons G ce dernier
groupe et fixons une repre´sentation irre´ductible cuspidale σ de G. Elle de´finit, par inflation, une
repre´sentation irre´ductible de J triviale sur J1, encore note´e σ. Alors la paire pJ, κ b σq est un
type simple maximal de G, et tous sont construits de cette fac¸on.
Soit ρ une R-repre´sentation irre´ductible cuspidale de G dont la classe inertielle rG, ρs corres-
pond a` la classe de conjugaison d’un type simple maximal pJ, λq. Le groupe de Galois de kD1 sur
kE agit sur les repre´sentations de G ; on note :
spρq “ spσq
l’ordre du stabilisateur de σ dans ce groupe de Galois. Quand G est deploye´, c’est-a`-dire quand
D est e´gale a` F, ce groupe de Galois est trivial et on a toujours spρq “ 1.
Notons npρq le nombre de caracte`res non ramifie´s χ de G tels que la repre´sentation tordue ρχ
soit isomorphe a` ρ, et fpρq le quotient de md par l’indice de ramification de E sur F.
Ces trois entiers sont inde´pendants des choix effectue´s dans la construction de pJ, λq ; ils ne
de´pendent que de la classe inertielle de ρ. Lorsque R est de caracte´ristique 0, ils sont lie´s par la
relation :
npρqspρq “ fpρq.
Lorsque R est de caracte´ristique ℓ en revanche, l’entier spρq divise fpρq, et npρq est le plus grand
diviseur de fpρqspρq´1 premier a` ℓ.
Lorsque R est de caracte´ristique ℓ, on a introduit au paragraphe 1.6 un entier kpρq : le nombre
de termes dans le support supercuspidal de ρ. De fac¸on analogue, il y a un unique entier naturel :
kpσq
tel que σ apparaisse comme sous-quotient de l’induite parabolique d’une repre´sentation irre´duc-
tible supercuspidale du sous-groupe de Levi standard GLrpkD1qˆ¨ ¨ ¨ˆGLrpkD1q avec rkpσq “ m
1.
Lemme 2.1. — On a kpρq “ kpσq.
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De´monstration. — Posons k “ kpρq et de´finissons un entier r ě 1 par kr “ m. Il y a une repre´-
sentation irre´ductible supercuspidale ρ0 et des R-caracte`res non ramifie´s χ1, . . . , χk de GLrpDq
tels que ρ apparaisse comme un sous-quotient de l’induite parabolique de ρ0χ1b ¨ ¨ ¨ b ρ0χk a` G
([9, The´ore`me 6.14]). Fixons un type simple maximal pJ0, κ0 b σ0q contenu dans ρ0. D’apre`s,
par exemple, la preuve de [9, Lemme 6.1], on peut choisir σ0 de sorte que σ apparaisse comme
un sous-quotient de l’induite parabolique de σ0 b ¨ ¨ ¨ b σ0 a` G. D’apre`s [9, Proposition 6.10], la
repre´sentation σ0 est supercuspidale. Par unicite´ de kpσq, on en de´duit que kpσq “ k.
Remarque 2.2. — On en de´duit que kpρq divise m1, et pas seulement m.
2.2.
Fixons une extension k de kD1 de degre´ m
1, et notons X l’ensemble des x P kˆ de degre´ m1 sur
kD1 . D’apre`s Green [7], il y a une application surjective :
(2.2) x ÞÑ rσpxq
de X vers l’ensemble des classes de repre´sentations irre´ductibles cuspidales ℓ-adiques de G ; les
ante´ce´dents de rσpxq sont les conjugue´s de x sous Galpk{kD1q. Pour x P kˆ, notons rxs l’orbite de
x sous Galpk{kEq et :
degpxq “ cardprxsq
le degre´ de x sur kE. Notons d
1 le degre´ re´duit de D1 sur E.
Lemme 2.3. — Pour x P X, soit rσ la repre´sentation cuspidale lui correspondant par (2.2). On
a la relation :
(2.3) degpxq “
m1d1
sprσq
et sprσq est premier a` m1.
De´monstration. — Notons φ l’automorphisme de Frobenius x ÞÑ xqE. Pour k P Z, on a :
rσφk » rσ ô il existe l P Z tel que xqkE “ xqlD1 .
Si l’on note rrσs l’orbite de rσ sous GalpkD1{kEq, on en de´duit que :
cardprrσsq “ d1
sprσq “ pd1,degpxqq.
Par ailleurs, si n est l’ordre de x, alors l’ordre de qE dans pZ{nZq
ˆ est degpxq, tandis que l’ordre
de qD1 dans pZ{nZq
ˆ est m1. On en de´duit le re´sultat voulu.
Corollaire 2.4. — L’entier sprσq est premier a` m.
De´monstration. — Notons g le degre´ de E sur F, de sorte que :
d1 “
d
pd, gq
, m “ m1 ¨
g
pd, gq
.
L’entier sprσq divise d1, et il est premier a` m1 d’apre`s le lemme 2.3 ; le re´sultat s’ensuit.
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D’apre`s Dipper et James [5, 6, 8], si x P X, la re´duction modulo ℓ de rσpxq est irre´ductible et
cuspidale, et ne de´pend que de la partie ℓ-re´gulie`re de x, c’est-a`-dire de l’unique y P kˆ tel que
l’ordre de xy´1 soit une puissance de ℓ. Ceci de´finit une application surjective :
(2.4) y ÞÑ σpyq
de l’ensemble Y des parties ℓ-re´gulie`res des e´le´ments de X vers celui des (classes de) repre´senta-
tions irre´ductibles cuspidales ℓ-modulaires de G ; l’ensemble des ante´ce´dents de σpyq est l’orbite
de y sous le groupe de Galois de k sur kD1 .
Lemme 2.5. — Pour y P Y, soit σ la repre´sentation cuspidale lui correspondant par (2.4). On
a la relation :
(2.5) degpyq “
m1
kpσq
¨
d1
spσq
et spσq est premier a` m1kpσq´1.
De´monstration. — Si l’on note m2 le cardinal de l’orbite de y sous Galpk{kD1q, alors l’entier kpσq
de´fini a` la section 2 ve´rifie la relation m1 “ kpσq ¨m2. Comme dans le lemme pre´ce´dent, on en
de´duit la relation (2.5) et que spσq est premier a` m2 “ m1kpσq´1.
Soit x P X, et soit y P Y la partie ℓ-re´gulie`re de x. Soit rσ la repre´sentation cuspidale ℓ-adique
correspondant a` x et σ sa re´duction modulo ℓ, qui correspond a` y. On pose :
aprσq “ spσq
sprσq ,
wprσq “ degpxq
degpyq
“ kpσqaprσq.
On a les proprie´te´s suivantes.
Lemme 2.6. — On a pwprσq,m1q “ kpσq et pwprσq, spσqq “ aprσq.
De´monstration. — Comme sprσq est premier a` m1, il est aussi premier a` kpσq. Multipliant par
aprρq, on en de´duit que pwprσq, spσqq “ aprσq. Ensuite, m1kpσq´1 e´tant premier a` spσq, il est aussi
premier a` aprρq. Multipliant par kpσq, on en de´duit que pwprσq,m1q “ kpσq.
Notons εpσq l’ordre de :
(2.6) q
degpyq¨kpσq
E
dans pZ{ℓZqˆ.
Lemme 2.7. — Si x ‰ y, le plus grand diviseur de aprσq premier a` ℓ est εpσq.
De´monstration. — Dans pZ{nZqˆ (ou` n de´signe l’ordre de x), l’ordre de (2.6) est :
degpxq
pdegpyqkpσq,degpxqq
“ aprσq.
Comme x ‰ y, l’entier n est divisible par ℓ. En projetant sur pZ{ℓZqˆ, on en de´duit que le plus
grand diviseur de aprσq premier a` ℓ est εpσq.
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3. Comptage
3.1. Preuve du the´ore`me 1.2
Soit rρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique entie`re de G, et soit Oprρq l’ensemble
des classes inertielles rG, rρ1s de repre´sentations irre´ductibles cuspidales ℓ-adiques de G congrues
a` rG, rρs modulo ℓ, c’est-a`-dire telles que :
rℓprG, rρ1sq “ rℓprG, rρsq.
Fixons un type simple maximal pJ, rλq dans la classe de G-conjugaison correspondant a` rG, rρs, et
notons λ la re´duction de rλ modulo ℓ. Alors pJ, λq est un Fℓ-type simple maximal correspondant
a` la classe inertielle de la repre´sentation ρ apparaissant dans (1.1), et l’entier a “ aprρq est l’indice
du G-normalisateur de pJ, rλq dans celui de pJ, λq (voir [10, §3]).
L’ensemble Oprρq s’identifie donc a` l’ensemble des classes de G-conjugaison deQℓ-types simples
maximaux pJ1, rλ1q tels que, si l’on note λ1 la re´duction de rλ1 modulo ℓ, on ait :
(1) les Fℓ-types simples maximaux pJ
1, λ1q et pJ, λq sont conjugue´s sous G ;
(2) on a pNGpJ
1, λ1q : NGpJ
1, rλ1qq “ pNGpJ, λq : NGpJ, rλqq ;
ou` NGpJ, λq de´signe le normalisateur de pJ, λq dans G. Quitte a` conjuguer, on peut donc supposer
que J1 “ J et λ1 “ λ ; l’ensemble Oprρq s’identifie donc a` l’ensemble TpJ, rλq des classes de NGpJ, λq-
conjugaison de Qℓ-types simples maximaux pJ,
rλ1q de G tels que :
(1) les repre´sentations rλ1 et rλ sont congruentes modulo ℓ ;
(2) les paires pJ, rλ1q et pJ, rλq ont le meˆme normalisateur dans G.
Fixons une de´composition de rλ sous la forme rκb rσ et un isomorphisme de groupes de J{J1 sur
G (voir la section 2). Le foncteur :
rτ ÞÑ rκb rτ
de´finit une bijection entre les repre´sentations irre´ductibles cuspidales de G et les types simples
maximaux de G de´finis sur J et contenant rκ. D’apre`s [11, Theorem 7.2], sa re´ciproque induit une
bijection de TpJ, rλq sur l’ensemble Cprσq des orbites, sous l’action du groupe de Galois GalpkD1{kEq,
de repre´sentations irre´ductibles cuspidales rσ1 de G telles que :
(1) les repre´sentations rσ1 et rσ sont congruentes modulo ℓ ;
(2) les orbites de rσ1 et de rσ sous GalpkD1{kEq ont le meˆme cardinal.
Si x P X correspond a` rσ, alors (2.2) induit une bijection entre Cprσq et l’ensemble Kpxq des orbites
des e´le´ments x1 P X, sous le groupe de Galois Γ de k sur kE, tels que :
(1) x1 et x ont la meˆme partie ℓ-re´gulie`re ;
(2) les Γ-orbites de x1 et de x ont le meˆme cardinal, c’est-a`-dire que degpx1q “ degpxq.
Remarquons que la condition 2 ci-dessus signifie que x, x1 ont le meˆme stabilisateur dans Γ. En
prenant l’intersection avec Galpk{kD1q, on voit que tout x
1 P kˆ ve´rifiant la condition 2 appartient
automatiquement a` X. On obtient finalement une bijection entre Oprρq et Kpxq ; on a donc prouve´
le re´sultat suivant.
Proposition 3.1. — L’ensemble Oprρq est fini, et son cardinal tprρq est le nombre de Γ-orbites
des x1 P kˆ tels que x, x1 ont la meˆme partie ℓ-re´gulie`re et le meˆme degre´ sur kE.
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E´crivons x sous la forme yz ou` y est d’ordre premier a` ℓ et z d’ordre une puissance de ℓ (donc
y est la partie ℓ-re´gulie`re de x). L’application :
(3.1) z1 ÞÑ yz1
est une bijection entre la composante ℓ-primaire Pℓ de k
ˆ et l’ensemble des x1 P kˆ dont la partie
ℓ-re´gulie`re est y. E´tant donne´s z1 P Pℓ et k P Z, remarquons que :
(3.2) pyz1qq
k
E “ yz1 ô yq
k
E “ y et pz1qq
k
E “ z1.
Notons k1 l’extension de kE engendre´e par y. Pour z
1 P Pℓ, notons rrz
1ss son orbite sous le groupe
de Galois de k sur k1 et :
deg1pz
1q “ cardprrz1ssq
son degre´ sur k1. D’apre`s (3.2), les e´le´ments yz, yz
1 ont le meˆme degre´ sur kE si et seulement si :
(3.3) deg1pzq “ deg1pz
1q.
Notons Ppzq l’ensemble des rrz1ss pour z1 P Pℓ ve´rifiant (3.3). On a prouve´ le re´sultat suivant.
Lemme 3.2. — L’application (3.1) induit une bijection de Ppzq sur Kpxq.
Il ne nous reste plus qu’a` calculer deg1pzq en fonction des invariants associe´s a` rρ. Comme on
a aprρq “ aprσq et kpρq “ kpσq, et compte tenu de (2.3) et (2.5), on en de´duit que :
(3.4) deg1pzq “
degpxq
degpyq
“ kpρqaprρq
que l’on note wprρq “ wprσq. On obtient donc le re´sultat suivant.
Lemme 3.3. — L’entier wprρqtprρq est le nombre de z1 P Pℓ de degre´ wprρq sur k1.
Compte tenu de la relation nprρqsprρq “ fprρq (voir la section 2), l’extension de k1 de degre´ wprρq
est de cardinal :
qnprρq.
On en de´duit l’ine´galite´ tprρq ď cprρq, et cette ine´galite´ est une e´galite´ si et seulement si wprρq “ 1,
c’est-a`-dire si et seulement si rρ est ℓ-supercuspidale. Ceci met fin a` la preuve du the´ore`me 1.2.
3.2. Preuve du the´ore`me 1.3
Poussons maintenant plus loin les calculs dans le cas ou` rℓprρq n’est pas irre´ductible et super-
cuspidale, c’est-a`-dire que w “ wprρq ą 1. Notons Q le cardinal de k1 et, pour tout n ě 1, notons
fpnq “ fQpnq le nombre de z
1 P Pℓ de degre´ n sur k1. D’apre`s le lemme 3.3, on a donc :
(3.5) tprρq “ fpwq
w
.
Notons v la valuation ℓ-adique sur Z, et notons k1 l’extension de k1 de degre´ w contenue dans k ;
en partitionnant k1ˆ selon le degre´ de ses e´le´ment sur k1, on obtient l’e´galite´ :
ℓvpQ
w´1q “
ÿ
n|w
fpnq.
Par inversion de Mo¨bius, on a :
fpwq “
ÿ
n|w
µ
´w
n
¯
ℓvpQ
n´1q
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ou` µ de´signe la fonction de Mo¨bius. Notons w0 le plus grand diviseur de w premier a` ℓ.
Lemme 3.4. — L’ordre de Q dans pZ{ℓZqˆ est e´gal a` w0.
De´monstration. — L’ordre de z est de la forme ℓr, r ě 0. Comme w ą 1, on de´duit que r ě 1.
La condition deg1pzq “ w signifie que l’ordre de Q dans pZ{ℓ
rZqˆ est e´gal a` w. En projetant
sur pZ{ℓZqˆ, on en de´duit que l’ordre de Q dans pZ{ℓZqˆ est e´gal au plus grand diviseur de w
premier a` ℓ, c’est-a`-dire w0.
On a donc :
fpwq “
ÿ
tďvpwq
ÿ
n|w0
µpℓvpwq´tqµ
´w0
n
¯
ℓvpQ
nℓ
t
´1q.
Si vpwq “ 0, on a w “ w0 ą 1 et cela donne simplement :
fpw0q “
ÿ
n|w0
µ
´w0
n
¯
ℓvpQ
n´1q.
On trouve que :
fpw0q “ ℓ
vpQw0´1q `
ÿ
n|w0
n‰w0
µ
´w0
n
¯
“ ℓvpQ
w0´1q ´ 1.
Supposons maintenant que vpwq ě 1. Cela donne :
fpwq “
ÿ
n|w0
µ
´w0
n
¯
ℓvpQ
nℓ
vpwq
´1q ´
ÿ
n|w0
µ
´w0
n
¯
ℓvpQ
nℓ
vpwq´1
´1q “ f
Qℓ
vpwq pw0q ´ fQℓvpwq´1 pw0q.
Comme Q a le meˆme ordre que Qℓ
k
, k ě 0, dans pZ{ℓZqˆ, a` savoir w0, on trouve que :
fpwq “ ℓvpQ
uℓ
v
´1q ´ ℓvpQ
uℓ
v´1
´1q “ ℓvpQ
w´1q´1pℓ´ 1q.
On trouve ainsi le re´sultat annonce´, en remarquant que cprρq est e´gal a` ℓvpQw´1q.
3.3. Lien avec la formulation de Vigne´ras et Dat
Dans ce paragraphe, nous allons reformuler le the´ore`me 1.2 sous une forme analogue a` celles
de Vigne´ras [13, Proposition 2.3] et Dat [4, Proposition 2.3.2].
Fixons une uniformisante ̟ de F et, pour toute repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique
entie`re rρ de G, notons Oprρ,̟q l’ensemble des classes de repre´sentations irre´ductibles cuspidales
ℓ-adiques entie`res de G qui sont congrues a` rρ et dont le caracte`re central prend la meˆme valeur
que celui de rρ en ̟. Soit Cprρq la plus grande puissance de ℓ divisant :
md
nprρq ¨ pqnprρq ´ 1q.
On a le re´sultat suivant.
Proposition 3.5. — Soit rρ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale et entie`re de G. Alors
l’ensemble Oprρ,̟q est fini, de cardinal note´ Tprρq, et on a :
Tprρq ď Cprρq
avec e´galite´ si et seulement si rρ est ℓ-supercuspidale.
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De´monstration. — D’apre`s le the´ore`me 1.2, il suffit de prouver que Tprρq est le produit de tprρq
par la plus grande puissance de ℓ divisant mdnprρq´1. Commenc¸ons par remplacer la correspon-
dance bijective (2.1) par la bijection :
ρØ pJ,Λq
entre classes d’isomorphisme de repre´sentations irre´ductibles cuspidales de G et classes de conju-
gaison (sous G) de types simples maximaux e´tendus de G (voir [10, The´ore`me 3.11]).
Soit pJ, rλq un type simple maximal contenu dans la Qℓ-repre´sentation irre´ductible cuspidale rρ,
et soit rJ son normalisateur dans G. D’apre`s [10, Proposition 3.1], il y a une unique repre´sentationrΛ de rJ prolongeant rλ dont l’induite a` G est isomorphe a` rρ. Notons Λ la re´duction modulo ℓ derΛ, qui est un prolongement de λ a` rJ.
Soit rρ1 une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique entie`re de G. Pour qu’elle soit con-
grue a` rρ, il faut et il suffit qu’elle contienne un type simple maximal e´tendu prJ1, rΛ1q tel que rJ1
soit e´gal a` rJ et dont la re´duction modulo ℓ, note´e Λ1, soit e´gale a` Λ. L’entier Tprρq est donc le
nombre de classes de G-conjugaison de prJ1, rΛ1q tels que :
rJ1 “ rJ, Λ1 “ Λ et rΛ1p̟q “ rΛp̟q.
Fixons une uniformisante ̟1 de D1 et posons :
r̟ “ p̟1qd1sprρq´1 .
Le groupe rJ est engendre´ par J et r̟ . L’entier Tprρq est e´gal au produit tprρqt1prρq ou` t1prρq est le
nombre de repre´sentations rΛ1 de rJ prolongeant rλ telles que :
Λ1p r̟ q “ Λp r̟ q et rΛ1p̟q “ rΛp̟q.
Le nombre de repre´sentations irre´ductibles de rJ prolongeant λ et prenant une valeur fixe´e en ̟
est e´gal a` l’indice de FˆJ dans rJ, c’est-a`-dire a` :
(3.6) epE : Fqsprρq “ md
nprρq ,
ou` epE : Fq de´signe l’indice de ramification de E sur F. Compte tenu de la condition supple´men-
taire sur Λ1p r̟ q, on trouve que t1prρq est la plus grande puissance de ℓ divisant (3.6).
4. Preuve du the´ore`me 1.4
Soit ρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-modulaire de G et soit pJ, κbσq un Fℓ-type
simple maximal dans la classe de G-conjugaison correspondant a` rG, ρs. D’apre`s [10], pour que ρ
se rele`ve a` Qℓ, il faut et suffit que σ, conside´re´e comme une repre´sentation irre´ductible cuspidale
de G, se rele`ve en une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique rσ telle que sprσq “ spσq.
Soit y P Y correspondant a` σ par (2.4). Pour qu’une telle repre´sentation rσ existe, il faut et il
suffit donc, d’apre`s (3.4), qu’il existe un x P X dont la partie ℓ-re´gulie`re soit y et qui ve´rifie :
degpxq “ kpσq ¨ degpyq.
Si ρ (donc σ) est supercuspidale, c’est-a`-dire si l’on a kpσq “ 1, alors x “ y P X ve´rifie les con-
ditions requises, et on retrouve bien le fait que toute repre´sentation irre´ductible supercuspidale
ℓ-modulaire se rele`ve.
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Supposons maintenant que ρ est cuspidale mais pas supercuspidale, c’est-a`-dire que kpσq ą 1.
Notons :
εpρq
l’ordre de qnpρq dans pZ{ℓZqˆ (voir le paragraphe 2.1 pour la de´finition de l’entier npρq). Soit ν
le caracte`re non ramifie´ ℓ-modulaire de G obtenu en composant la norme re´duite de G sur Fˆ,
la valuation de Fˆ dans Z (envoyant une uniformisante sur 1) et le morphisme envoyant 1 sur
l’inverse de q modulo ℓ.
Lemme 4.1. — Soit un entier i P Z. Pour que ρνi “ ρ, il faut et il suffit que εpρq divise i.
De´monstration. — D’apre`s [10, §3.4], les repre´sentations ρνi et ρ sont isomorphes si et seulement
si νnpρqi “ 1. L’ordre de ν e´tant e´gal a` l’ordre de q dans pZ{ℓZqˆ, note´ e, ceci e´quivaut a` dire
que e divise npρqi. Il ne reste plus qu’a` remarquer que :
εpρq “
e
pe, npρqq
pour conclure.
Corollaire 4.2. — On a ρν » ρ si et seulement si εpρq “ 1.
Ainsi le the´ore`me 1.4 peut eˆtre reformule´ de la fac¸on suivante.
The´ore`me 4.3. — Soit ρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale non supercuspidale ℓ-modu-
laire de G. Pour que ρ se rele`ve a` Qℓ, il faut et il suffit que les entiers spρq et kpρq soient premiers
entre eux et que εpρq “ 1.
D’apre`s le paragraphe 2.1, l’entier npρq est le plus grand diviseur de fpρqspρq´1 premier a` ℓ.
Par conse´quent, εpρq est e´gal a` l’entier εpσq du paragraphe 2.2.
Lemme 4.4. — Pour toute repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique rσ relevant σ, le plus
grand diviseur de aprσq premier a` ℓ est εpσq.
De´monstration. — Fixons un x P X correspondant a` rσ et de partie re´gulie`re y. Comme ρ (donc
σ) n’est pas supercuspidale, on a x ‰ y. Le re´sultat suit alors du lemme 2.7.
Posons fpσq “ fpρq (voir le paragraphe 2.1).
Lemme 4.5. — Soit z P Pℓ d’ordre ℓ
r, r ě 0. On a yz P X si et seulement si l’ordre de :
(4.1) qfpσqkpσq
´1
dans pZ{ℓrZqˆ est e´gal a` kpσq.
Comme y P Y, il y a un z P Pℓ (non trivial puisque σ n’est pas supercuspidale) tel que yz P X.
Il y a donc un r ě 1 tel que l’ordre de (4.1) dans pZ{ℓrZqˆ est e´gal a` kpσq. En re´duisant modulo
ℓ, on en de´duit que son ordre dans pZ{ℓZqˆ est le plus grand diviseur de kpσq premier a` ℓ.
Lemme 4.6. — Soit z P Pℓ d’ordre ℓ
r, r ě 0. On a degpyzq “ kpσq ¨ degpyq si et seulement si
l’ordre de :
(4.2) qfpσqpkpσqspσqq
´1
dans pZ{ℓrZqˆ est e´gal a` kpσq.
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Supposons d’abord que ρ se rele`ve a` Qℓ. D’apre`s les lemmes 2.6 et 2.7, on trouve que kpρq
est premier a` spρq et que εpρq “ 1.
Inversement, supposons que les conditions du the´ore`me 1.4 sont ve´rifie´es. Soit z P Pℓ d’ordre
ℓr, r ě 1, tel que yz P X, et notons n l’ordre de (4.2) dans pZ{ℓrZqˆ. D’apre`s le lemme 4.5, on
a :
(4.3)
n
pn, spσqq
“ kpσq.
L’hypothe`se εpρq “ 1 implique que :
(4.4)
n
pn, kpσqq
“ ℓt, t ě 0.
Si ℓ divise kpσq, alors spσq est premier a` ℓ, et (4.3) et (4.4) impliquent que n “ kpσq.
En revanche, si kpσq est premier a` ℓ, e´crivons n “ kpσqn1 avec n1 “ pn, spσqq “ ℓt. On peut
remarquer que t “ vpnq. Alors l’e´le´ment :
zℓ
vpnq
P Pℓ
qui est d’ordre ℓr´vpnq, ve´rifie la condition du lemme 4.6 car l’ordre de (4.2) dans pZ{ℓr´vpnqZqˆ
est e´gal a` nℓ´vpnq “ kpσq. Comme kpρq est premier a` spρq, il ve´rifie aussi la condition du lemme
4.5. Ceci met fin a` la preuve du the´ore`me 1.4.
Remarque 4.7. — Posons k “ kpσq et s “ spσq, et notons τ l’unique repre´sentation irre´ducti-
ble supercuspidale de GLm1k´1pkD1q telle que σ soit un sous-quotient de l’induite parabolique de
τ b¨ ¨ ¨bτ . Le plus grand diviseur de k premier a` ℓ est εpτqps, εpτqq´1 et εpσq est e´gal a` ps, εpτqq.
La condition du the´ore`me 1.4 s’e´crit donc εpρq “ 1 et minpvpkq, vpsqq “ 0.
5. Preuve du the´ore`me 1.5
Soit ρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-modulaire de G, et soit a ą 1. On cherche a`
quelle condition ρ admet un a-rele`vement, c’est-a`-dire une repre´sentation irre´ductible cuspidale
ℓ-adique entie`re rρ de G dont la re´duction modulo ℓ contienne ρ et soit de longueur a. Il faut et
suffit pour cela que σ se rele`ve en une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique rσ telle que
spσq “ a ¨ sprσq. D’apre`s les lemmes 2.6 et 2.7, on a des conditions ne´cessaires :
(1) a “ εpσqℓu avec u ě 0.
(2) a divise spσq et spσqa´1 est premier a` kpσq.
Supposons donc qu’elles sont ve´rifie´es.
Remarque 5.1. — En particulier, si σ n’est pas supercuspidale, les lemmes 2.6 et 2.7 montrent
que εpσq divise spσq.
Soit y P Y correspondant a` σ par (2.4). Pour qu’une telle repre´sentation rσ existe, il faut et il
suffit donc, d’apre`s (3.4), qu’il existe un x P X dont la partie ℓ-re´gulie`re soit y et qui ve´rifie :
degpxq “ akpσq ¨ degpyq.
Comme y P Y, il y a un z P Pℓ (non trivial car a ą 1) tel que yz P X. Il y a donc un entier r ě 1
tel que l’ordre de (4.1) dans pZ{ℓrZqˆ est e´gal a` kpσq. En re´duisant modulo ℓ, on en de´duit que
son ordre dans pZ{ℓZqˆ est le plus grand diviseur de kpσq premier a` ℓ.
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Lemme 5.2. — Soit z P Pℓ d’ordre ℓ
r, r ě 0. On a degpyzq “ akpσq ¨ degpyq si et seulement si
l’ordre de :
(5.1) qfpσqpkpσqspσqq
´1
dans pZ{ℓrZqˆ est e´gal a` akpσq.
Soit z P Pℓ d’ordre ℓ
r, r ě 1, tel que yz P X, et soit n l’ordre de (5.1) dans pZ{ℓrZqˆ. D’apre`s
le lemme 4.5, on a :
(5.2)
n
pn, spσqq
“ kpσq.
En particulier, on a :
(5.3) vpnq “ vpkq `minpvpnq, vpspσqqq.
Si l’on note n0 le plus grand diviseur de n premier a` ℓ, on a :
(5.4)
n0
pn0, kpσqq
“ εpσq.
On de´duit de l’hypothe`se sur a que pn0, spσqq “ εpσq, puis que n0 “ k0pσqεpσq, ou` k0pσq de´signe
le plus grand diviseur de kpσq premier a` ℓ.
On cherche un t P t1, . . . , vpqfpσq´1qu tel que l’ordre de (5.1) dans pZ{ℓtZqˆ soit e´gal a` akpσq.
D’apre`s l’hypothe`se sur a, cela impliquera automatiquement que l’ordre de (4.1) est kpσq. Soit :
t0 “ vpQ
n0 ´ 1q.
On a donc :
vpqfpσq ´ 1q “ t0 ` vpspσqq ` vpkq.
Posons t “ t0`u` vpkq (on a bien t ď vpq
fpσq´ 1q car u ď vpspσqq). Alors l’ordre de (5.1) dans
pZ{ℓtZqˆ est e´gal a` n0ℓ
u “ akpσq.
Remarque 5.3. — Compte tenu de la remarque 4.7, la condition du the´ore`me 1.5 se re´sume a`
u P t0, . . . , vpspρqqu et minpvpkpρqq, vpspρqq ´ uq “ 0.
6. Preuve du the´ore`me 1.6
Dans toute cette section, on fixe des entiers n,w ě 1 tels que w divise n.
6.1.
Dans ce paragraphe, nous rappelons brie`vement quelques attributs des F-endoclasses de carac-
te`res simples dont nous aurons besoin. Pour plus de de´tails, nous renvoyons le lecteur a` [1].
Soit A une F-alge`bre centrale simple de dimension finie, soit rΛ, nΛ, 0, βs une strate simple de
A et soit θ P CpΛ, 0, βq un caracte`re simple. Le couple prΛ, nΛ, 0, βs, θq de´finit un ps-caracte`re
dont l’endo-classe – qui est une classe d’e´quivalence de ps-caracte`res – est note´e Θ. Les entiers :
fpΘq “ fpFrβs : Fq,
degpΘq “ rFrβs : Fs,
c’est-a`-dire le degre´ re´siduel et le degre´ de Frβs sur F respectivement, ne de´pendent pas du choix
de β mais uniquement de Θ. Le nombre rationnel positif :
lpΘq “ ´vFpβq,
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ou` vF de´signe la valuation sur Frβs normalise´e en donnant la valeur 1 a` une uniformisante de F,
ne de´pend pas non plus du choix de β mais uniquement de Θ.
Si ρ est une R-repre´sentation irre´ductible cuspidale de Aˆ (ici R de´signe Qℓ ou Fℓ), il existe un
couple prΛ, nΛ, 0, βs, θq comme ci-dessus tel que la restriction de ρ au pro-p-sous-groupe H
1pβ,Λq
contienne θ. L’endoclasse Θ de´finie par ce couple ne de´pend que de la classe d’isomorphisme de
la repre´sentation ρ, et le nombre rationnel lpΘq ě 0 est le niveau normalise´ (ou aussi profondeur)
de ρ.
6.2.
Soit D une F-alge`bre centrale simple de degre´ re´duit d divisant n, et soit Θ une F-endoclasse
de degre´ g divisant nw´1. On de´finit un entier m ě 1 par la relation md “ n et on pose :
d1 “
d
pd, gq
, m1 “
mpd, gq
g
.
Pour tout u ě 1 divisant m, notons A pD,Θ, w, uq l’ensemble des classes inertielles de repre´sen-
tations irre´ductibles cuspidales ℓ-adiques rρ de GLupDq telles que :
(1) wprρq “ w ;
(2) l’endoclasse de rρ est e´gale a` Θ.
Remarquons que, pour qu’il y ait une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-adique rρ de GLupDq
d’endoclasse Θ, il faut et il suffit que l’entier u soit de la forme :
(6.1) u “
g
pd, gq
¨ u1
ou` u1 est un diviseur de m1. Posons maintenant :
(6.2) A pD,Θ, wq “
ď
u|m
A pD,Θ, w, uq
et notons AℓpD,Θ, wq l’ensemble des re´ductions mod ℓ des e´le´ments de (6.2). L’endoclasse Θ
e´tant fixe´e, cet ensemble est fini, et son cardinal sera note´ aℓpD,Θ, wq.
6.3.
Dans ce paragraphe, on suppose queΘ est la F-endoclasse nulle 0, et on va calculer aℓpD,0, wq.
E´tant donne´ un entier u ě 1 divisant m, toute repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-modulaire
σ de GLupkDq de´finit un type simple maximal de niveau 0 de GLupDq— donc une classe inertielle
Ωpσq de repre´sentations cuspidales de niveau 0 de GLupDq. L’application :
(6.3) σ ÞÑ Ωpσq
est surjective (toutes les classes inertielles de repre´sentations cuspidales de niveau 0 de GLupkDq
sont atteintes) et ses fibres sont les classes de conjugaison sous le groupe de Galois de kD sur kF.
Lemme 6.1. — Soit σ une repre´sentation irre´ductible cuspidale ℓ-modulaire de GLupkDq. Alors
Ωpσq appartient a` AℓpD,0, wq si et seulement s’il existe une repre´sentation irre´ductible cuspidale
ℓ-adique rσ de GLupkDq dont la re´duction modulo ℓ soit σ et telle que wprσq “ w.
Notant Bℓpq,m, d,wq l’image re´ciproque de AℓpD,0, wq par (6.3), qui est de´crite par le lemme
6.1, on obtient ainsi :
aℓpD,0, wq “
ÿ
σ
spσq
d
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ou` σ de´crit l’ensemble Bℓpq,m, d,wq.
Fixons une cloˆture alge´brique k de kD et notons k l’extension de kF de degre´ nw
´1 incluse dans
k. (Attention ! Cette extension k de kF ne co¨ıncide avec l’extension ainsi note´e dans la section 2
que si w “ 1.) Pour tout y P kˆ, posons :
degpyq “ degre´ de y sur kF,
ǫpyq “ ordre de qdegpyq dans pZ{ℓZqˆ.
et notons Yℓpq, n,wq l’ensemble des y P k
ˆ, d’ordre premier a` ℓ, tels que ǫpyq soit e´gal a` w0, le
plus grand diviseur de w premier a` ℓ. Nous allons de´finir une application surjective :
Yℓpq, n,wq Ñ Bℓpq,m, d,wq
de´pendant du choix de D.
Soit y P Yℓpq, n,wq. Notons :
rpyq “
degpyq
pdegpyq, dq
le degre´ de y sur kD et τDpyq la repre´sentation irre´ductible supercuspidale ℓ-modulaire du groupe
GLrpyqpkDq correspondant a` y par (2.4). Posons spyq “ spτDpyqq et :
kpyq “
w
pw, spyqq
.
On a le lemme suivant.
Lemme 6.2. — Il existe une unique repre´sentation irre´ductible cuspidale :
σDpyq
dont le support supercuspidal soit e´gal a` kpyq ¨ τDpyq.
De´monstration. — D’apre`s [12, III.2.5], il suffit de prouver que le plus grand diviseur de k pre-
mier a` ℓ, note´ k0, est e´gal a` l’ordre de q
drpyq dans pZ{ℓZqˆ. Comme on a ǫpyq “ w0 d’une part
et rpyqd “ spyqdegpyq d’autre part, cet ordre est e´gal a` :
w0
pw0, spyqq
“ k0,
ce qui met fin a` la de´monstration.
Lemme 6.3. — Pour tout y P Yℓpq, n,wq, la repre´sentation σDpyq appartient a` Bℓpq,m, d,wq.
De´monstration. — Il faut d’abord prouver que le degre´ de σDpyq divise m. D’abord, on a :
spyq “
d
pdegpyq, dq
.
Par hypothe`se sur y, il existe un entier t ě 1 tel que n “ wt ¨ degpyq. On en de´duit que :
rpyq “
m
pm,wtq
et spyq “
wt
pm,wtq
et kpyq “
pm,wtq
ppm,wtq, tq
,
puis que l’entier degpσDpyqq “ kpyqrpyq divise m. D ’apre`s le de´but de la section 5, il ne reste
qu’a` ve´rifier que a “ pw, spyqq divise spyq et que spyqa´1 “ spyqpw, spyqq´1 est premier a` kpyq,
ce qui est imme´diat.
Ceci de´finit une application σD : y ÞÑ σDpyq de Yℓpq, n,wq dans Bℓpq,m, d,wq.
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Proposition 6.4. — L’application σD est surjective, et ses fibres sont les classes de conjugaison
sous l’automorphisme de Frobenius x ÞÑ xq
d
.
De´monstration. — Soit σ P Bℓpq,m, d,wq. Il y a une unique repre´sentation irre´ductible super-
cuspidale ℓ-modulaire τpσq telle que le support supercuspidal de σ soit e´gal a` kpσq ¨ τpσq. Soit
y P kˆ un parame`tre de James pour τpσq. Il est d’ordre premier a` ℓ et ve´rifie ǫpyq “ w0, mais il
est a priori dans une extension de kF de degre´ nkpσq
´1. Toutefois, par hypothe`se sur σ, l’entier
wkpσq´1 divise spτq. On en de´duit que y est dans une extension de kF de degre´ nw
´1, c’est-a`-dire
que y P Yℓpq, n,wq, ce qui prouve la surjectivite´. Ensuite, on a :
(6.4) degpσq “
degpyq
pdegpyq, dq
¨
w
pw, spyqq
et kpσq “ pw,degpσqq “
w
pw, spyqq
.
Il s’ensuit que l’application σ ÞÑ τpσq est injective.
On en de´duit que :
aℓpD,0, wq “
ÿ
y
spσDpyqq
d
¨
1
degpσDpyqq
“
ÿ
y
1
degpyq
(ou` y de´crit Yℓpq, n,wq), valeur que l’on note y
1
ℓpq, n,wq.
6.4.
Supposons maintenant que Θ est quelconque, de degre´ g divisant nw´1. On pose :
qpΘq “ qfpΘq, npΘq “ m1d1 “
n
g
,
ou` fpΘq de´signe le degre´ re´siduel de l’endoclasse Θ. Fixons un entier u de la forme (6.1) et une
re´alisation prΛ, nΛ, 0, βs, θq, ou` θ est un caracte`re simple (ℓ-modulaire) attache´ a` la strate simple
rΛ, nΛ, 0, βs de MupDq. On suppose que l’intersection entre l’ordre he´re´ditaire associe´ a` Λ et le
centralisateur de Frβs dans MupDq est maximal. Fixons aussi une β-extension κ de θ et posons
J “ Jpβ,Λq. L’application σ ÞÑ κb σ induit une surjection :
(6.5) σ ÞÑ rJ, κb σs Ø rGLupDq, ρs
entre classes d’isomorphisme de repre´sentations irre´ductibles cuspidales ℓ-modulaires du groupe
GLu1pkD1q et classes inertielles de repre´sentations irre´ductibles cuspidales ℓ-modulaires du groupe
GLupDq d’endoclasse Θ. L’image d’une repre´sentation σ par (6.5) appartient a` AℓpD,Θ, wq si et
seulement si σ est dans BℓpqpΘq,m
1, d1, wq, et l’ensemble des ante´ce´dents d’une classe inertielle
rGLupDq, ρs par (6.5) est de cardinal spρq. On obtient ainsi :
aℓpD,Θ, wq “
ÿ
σ
spσq
d1
“ y1ℓ pqpΘq, npΘq, wq
(ou` σ de´crit l’ensemble BℓpqpΘq,m
1, d1, wq).
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6.5.
Finalement, si l’on fixe un nombre rationnel j ě 0, et si l’on pose :
AℓpD, j, wq “
ď
lpΘqďj
AℓpD,Θ, wq,
alors on obtient l’e´galite´ :
aℓpD, j, wq “
ÿ
lpΘqďj
aℓpD,Θ, wq “
ÿ
lpΘqďj
y
1
ℓ pqpΘq, npΘq, wq “ aℓpF, j, wq,
ce qui met fin a` la preuve du the´ore`me 1.6 et du corollaire 1.7.
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